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ANALYSE COMPLEXE. — Itération des polynémes quadratiques complexes, Note (*)de
Adrien Douady et John Hamal Hubbard, présentée par Henri Cartan.

Onnote M 'ensemble des ceC pour lesquels 'ensemble de Julia de z+— 22

+cest connexe. On montre gue M est
connexe et on donne une description de M.,

Let M be the set of points ceC for which the Julia set of zi=z

2tcis connected. We show that M itself is
connected, and a description of M. is given.

I. INtTRoDUCTION. — Les résultats présentés ici ont été obtenus au sein d’un groupe de
travail auquel ont participé, outre les auteurs, Monique Hakim, Letizia Hérault, Jacques
Peyriére, Pierrette Sentenac, Nessim Sibony, et ¢galement Dennis Sullivan. La
contemplation des dessins réalisés sur micro ou mini-ordinateur par Véronique Gautheron,
Jacques Laminie et Maryvonne Teissier-Daguenet a été déterminante.

On note X la sphére de Riemann C U { 2 }. Pour tout ceC, on note /. l'application
22" +¢ de T dans elle-méme et K. I'ensemble des ze C tels que f7(z) ne tende pas vers =
en notant " litérée fo . . . of ). La frontiére de K. est I'ensemble de Julia de /.. SiOeK,,
Tensemble K est connexe, et sinon il est homéomorphe a I'ensemble de Cantor ([1], [3]). On
note M I'ensemble des ¢ e C tels que Oe K. Benoit Mandelbrot a obtenu i I'ordinateur une
irés belle image de M, présentant de petits ilots détachés de la composante principale. Ces
ilots sont en fait rattachés par des filaments qui échappent a 'ordinateur

THEOREME 1. — L'’ensemble M est connexe.

Notons D le disque unité fermé de C. Pour démontrer le théoréme 1, on construit un
,u]igméomorphisme analytique ¥ : T—D —» X — M, tangent a l'identité en oo,
donner une indication de cette construction, puis, sans démonstration, une des
iipirﬁécise de M. N. Sibony a également écrit une démonstration du théoréme 1

' Nous allons
I cription plus
2. L'appuicaTion . — Pour tout ¢, il existe un unique germe ¢, d’application analytique
de X dans elle-méme en oo, tangente 4 I'identité en ce point, tel que @, of, 0 @ ' =, : z+ 22,
La fonction n, = Log | ¢, | peut étre prolongée en une fonction -analytique sur C — K par
Ne(z)=1lim 27" Log |f"(z)|, et en une fonction continue ¥ — R par 1 (z)=0 pour ze K et
((0)=cc. La fonction (¢, z)i— N.(z) est continue sur C x X. D'autre part n.est la fonction
de Green de K.

Pource M, la fonction ¢, s’étend en un homéomorphisme analytique de ¥ — K sur Z—-D.
Pour ¢¢ M, la fonction @, s’étend en un homéomorphisme analytique de £—L_, ot L_ est
I'ensemble des - tels que n,.(z)=n,.(0), sur le complémentaire d’un disque de rayon > 1,

""nS‘Etnble L. est un compact, limité par une courbe homéomorphe a une lemniscate, et
KcL.

. Pour ¢ ¢ M, on a n,(¢)=2n_(0), donc c¢ L. et on peut poser :

| ®(c)=o,(c).

On pose @ (o0 )= o0. On vérifie que @ est une application analytique de £ — M dans ¥ — D,
propre et de degré 1. Clest donc un isomorphisme analytique, et on pose Y= !,

3. COMPOSANTES CONNEXES DE L'INTERIEUR DE M. — L'intérieur M de M est I'ensemble
¢ tels que f, admette un point périodique attractif [4], et M est I'adhérence de M. Pour
fldque composante connexe U de M, on définit une fonction p:U—-D de la fagon
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suivante :il existe unentier k tel que, pour tout ¢ € U, f. admet un point périodique attractif a
de période k;commeil n’y a qu'un eycle attractif, ( /%)'(a) est indépendant du choix de a dans
ce cycle et on peut le noter p(c).

THEOREME 2. — Pour toute composante connexe U de M, lapplication p est un
homéomorphisme analytique de U sur D.

L’application p admet un prolongement en un homéomorphisme de U sur D, analytique
sauf éventuellementen p ' (1). Nous appellerons racine de U le point p~ ' (1) et centre de U
le point p~'(0). Le centre de U est I'unique c€ U tel que f, admette un point périodique
superattractif, Tout ¢cedU tel que p (¢) soit de la forme ¢® ™™ avec ¢t rationnel est la racine
d’une composante U’ de M; on dit que U’ se déduit de U par bifurcation.

4. PROLONGEMENT RADIAL DE ¥. — 1l est vraisemblable que ¥ : £ —D — £ —M admet un
prolongement continu de £—D dans £. Nous savons seulement démontrer le résultat
suivant :

Tutoreme 3. — Powr tout 0€Q, lapplication ri— ¥ (re* ™' ®) a une limite ¢, quand r tend
vers 1.

Complément. — (a) Si 8 est de la forme p/2*, pour c=c¢, le point f* ' (0) est le point fixe le
plus répulsif de f,.

(b) Plus généralement, si 0 est de la forme p/q avec g pair et p impair, par £, le point 0
tombe en un temps fini sur un cycle répulsif.

(¢) SiBestdelaforme p/qavec gimpair, le point ¢, est la racine d’une composante connexe
de M.

5. L’arsre H,. — Soit K< C un compact tel que € —K soit connexe et que, pour toute
composante connexe U de K, la représentation conforme de U sur D s'étende en un
homéomorphisme de U sur D. Nous dirons qu’une partie A de K est K-convexe si A est
connexe et K A U géodésiquement convexe (pour la métrique de Poincaré de U) pour toute
composante connexe U de K. L'intersection d'une famille de parties K-convexes est K-
convexe, ce qui permet de définir I'enveloppe K-convexe d’une partie de K.

Soit ce M tel que I'orbite directe de 0 par f, soit finie. Ceci peut se produire de deux fagons :
ou bien ¢ est le centre d’une composante connexe U de M. ou bien 0 tombe en un temps fini
par f_sur un cycle répulsif (dans ce cas M= ). Pour un tel ¢, nous noterons H, I'enveloppe
K -convexe de I'orbite directe de 0 par f,. C'est topologiquement un arbre fini. Les valeurs
de 0 associées & ¢ sont celles pour lesquelles on a ou bien ¢, =c, ou bien ¢ est la racine de la
composante de M de centre ¢ (dans ce cas K., et K, sont homeomorphes).

Nous considérons H, comme muni de sa topologie, de la classe d’isotopie de son
plongement dans R*>=C (ou ce qui revient au méme de I'ordre cyclique des brins aux points
de branchement), et de la suite de points (x,) définie par x,=/"(0). A partir de ces données,
on peut déterminer les valeurs de 0 associées a ¢ par 'algorithme suivant :

Soit H=R? un arbre, muni d’une suite (x,) de points telle que I'ensemble des x,, soit fini.

Pas 1. — On construit une application continue F : H — H, vérifiant :

1) Fx,)=x,,,:

(ii) Pour chacune des composantes connexes H; de H—{ x| (il y en a au plus deux), F
s'étend en un homéomorphisme F d’un voisinage de H, sur un ouvert de R?, préservant
I'orientation.

Sic’est possible (c’est le cas si H est de la forme H, ), ga I'est de fagon unique & I'isotopie prés.
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Pas2. — Onétend Hen un arbre H'= R? et on prolonge Fen F' : H' — H'satisfaisant (ii)
de fagon que :

la) il existe un BeH', extrémité de H', fixe par F":

(b) il existe un B'e H', extrémité de H', tel que B'#p et F'(B')=p;

(¢) Pour tout n tel que x,+# x,,, l'application F’ est un homéomorphisme local de H' sur
lui-méme au voisinage de X

Ceci est possible, et combinatoirement il n’y a qu’une fagon minimale de le faire.

Pas 3. — Choisissons une voie d’accés y a x, (i.e. une classe d’homotopie de chemins
appliquant [0, 1[ dans R —H’et 1 en X;). On définit la suite (y,), ot v, est une voie d’accés
A X PATY =7,V = F"(1,) 81 X, 7 X, et Yu+1=71 81X, =xX,. On définit alors la suite (&,) : Si
on rencontre f, y,. B” dans cet ordre en tournant autour de H dans le sens direct, on pose
&,=0;sionles rencontre dans 'ordre 3, B, Yanonposes,=1.Sixy=p" onposesy=1ete,=0
pour n> N,

Le nombre 6 dont les chiffres en base 2 sont les gnasavoirf==Xeg, 2 " estassociéa H. Les
differentes voies d'accés & x, donnent les différentes valeurs de .

Exemples :
X1 B
g Ys Ya
l l
—Xo“Xs X3
/
X2
B=_00110=6/31
¥4
P N Can B
Ya Ys Yz
= N N
*a X5=Xg Xo Xu } '{5/ \Yu I'\h
Xa = ———— B!
Ya
B=00010100 = 19/240
6. POINTS SUR LA CARDIOIDE T sUR R. — Pour tel0, 1]. soit y(t)=(1/2)—(1%/4), ou

h=g?™ T fonctionf, (, est I'unique fonction f, admettant un point fixe w avec ' () =2.Sit
est irrationnel (resp. rationnel), il existe une valeur 0(¢) [resp. deux valeurs 0_ (1) et 0, (1)]

de 0 telles que ‘¥ (re*"*°) tende vers y(f) quand r tend vers 1. Si 1¢Q,onab(r)= Yy 2°F0)
p=1

ou E(m) désigne la partie entiére de m. Si teQ, on a des formules analogues, avec

E_(m)=E(m),E. (m)=E(m)siméZ et E, (m)=E(m)—1simeZ. L'ensemble des valeurs

de 0 ainsi obtenues est homéomorphe 4 I'ensemble de Cantor, et de mesure nulle.
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Pour certaines valeurs de 1, qui sont des nombres de Liouville, I'ensemble K. n'est pas
localement connexe.

Notons x, le n-iéme point de bifurcation réel a partir de la cardioide. Les points x, ont
pour limite le point de Feigenbaum x;=1,401... et (36, = Xp) /(%5 1 —%5) tend vers le rapport
de Feigenbaum 4,669 2... [2].

On a x,=¢,, Ou g,=2"'+1 [de sorte que ¢,=3 ¢t yer=dn(@,—2)+2 et py=1,
Pasi=Palg,—2)+1.La suite ( p,/q,) a pour limite le nombre de Morse 8 dont I'écriture en
base 2est 0,0110100110010110... :ses chiffres &, vérifient £, =0, £, = 1—¢g, pour 0<ks2"
La suite p,/q,— 0y tend vers zéro plus vite que toute progression géométrique.
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(*) Remise le 21 décembre 1981.
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