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Êàê è ó ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ åãî ïîêîëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîãàôèÿ
Êàðïåëåâè÷à íà÷àëàñü â øêîëüíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå ïðè ÌÃÓ. Åãî
ïåðâûå íàó÷íûå ïóáëèêàöèè îòíîñÿòñÿ êî âðåìåíè, êîãäà îí ó÷èëñÿ íà
ïåðâîì è âòîðîì êóðñàõ. Íàøå íàó÷íîå îáùåíèå ïðîäîëæàëîñü ìíîãî ëåò
è ïðåðâàëîñü â 1976 ãîäó ñ ìîèì îòúåçäîì â Àìåðèêó. Ìû âñòðåòèëèñü
ñíîâà ÷åðåç 13 ëåò, êîãäà ÿ ïðèåõàë â Ìîñêâó ïî ïðîãðàìå îáìåíà ìåæäó
àêàäåìèÿìè íàóê ÑÑÑÐ è ÑØÀ. Òîãäà ÿ çàïèñàë íà ìàãíèòîôîí åãî âîñïîìè-
íàíèÿ î ïåðâûõ øàãàõ â ìàòåìàòèêå. Òðè îòðûâêà èç ýòèõ âîñïîìèíàíèé
áóäóò ïðîèãðàíû â êîíöå ìîåãî âûñòóïëåíèÿ.

Âïåðâûå ìû âñòðåòèëèñü ñ Ôðèäðèõîì â 1946 ãîäó, êîãäà îí áûë øêîëü-
íèêîì, à ÿ àñïèðàíòîì. Â ýòî âðåìÿ ÿ âåë âòîðîé ãîä ñåêöèþ øêîëüíîãî
ìàòåìàòè÷åñêî- ãî êðóæêà ïðè ÌÃÓ. Ïîìèìî Êàðïåëåâè÷à åùå íåñêîëüêî
ó÷àñòíèêîâ ñåêöèè (Àãðàíîâè÷, Áåðåçèí, ×åíöîâ, Ìèíëîñ, Óñïåíñêèé, Þø-
êåâè÷) âïîñëåäñòâèè âíåñëè çàìåòíûé âêëàä â ðàçëè÷íûå îáëàñòè ìàòåìà-
òèêè. Î÷åíü ñêîðî Êàðïåëåâè÷ âûäåëèëñÿ ðåøåíèåì ðÿäà èíòåðåñíûõ çàäà÷.
Îá îäíîé èç ýòèõ çàäà÷ âû óñëûøèòå â ïåðâîì îòðûâêå èç åãî âîñïîìè-
íàíèé.

Â 1947 ãîäó íåñêîëüêî àêòèâíûõ ÷ëåíîâ êðóæêà (âêëþ÷àÿ Ôðåäà) ïîñòó-
ïèëè íà ìåõìàò ÌÃÓ, à êðóæîê ïðåîáðàçîâàëñÿ â ñåìèíàð äëÿ ïåðâîêóðñíè-
êîâ. Ñåìèíàð ïðîäîëæàëñÿ ïîä ðàçíûìè íàçâàíèÿìè â òå÷åíèå ðÿäà ëåò.
Â 1955 ãîäó îí ðàçäåëèëñÿ íà ñåìèíàð ïî àëãåáðå è ñåìèíàð ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Ñòóäåíòû, ðàáîòàâøèå â ýòèõ ñåìèíàðàõ, ïîùðÿëèñü íå òîëüêî
ðåøàòü çàäà÷è, íî è ãîòîâèòü äëÿ ïóáëèêàöèè ñâîè ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì
ïîÿâèëèñü ïåðâûå ïóáëèêàöèè Äîáðóøèíà, Êàðïåëåâè÷à, Êèðèëëîâà, Ìàðãóëèñà,
Ñèíàÿ è Óñïåíñêîãî. Î ñâîåé ïåðâîé çàìåòêå (íàïå÷àòàííîé â Óñïåõàõ
ìàòåìàòè÷åñ- êèõ íàóê) Êàðïåëåâè÷ ðàññêàçûâàåò âî âòîðîì îòðûâêå âîñïîìèíàíèé.

Íà âòîðîì êóðñå Êàðïåëåâè÷ âíåñ ñâîé ïåðâûé ñåðüåçíûé âêëàä â ìàòåìà-
òèêó, íàéäÿ ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö
ïîðÿäêà n ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ýòà çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Êîëìî-
ãîðîâûì â 1938 ãîäó, áûëà ðåøåíà ëèøü ÷àñòè÷íî Äìèòðèåâûì è Äûíêèíûì
â 1945 ãîäó. Ïîçæå ÿ ðàññêàæó ïîäðîáíåå îá ýòîé çàäà÷å.

Íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî êóðñà öåíòðîì íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Ôðèäðèõà ñòàíîâÿòñÿ
ãðóïïû Ëè è ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îí ïîëó÷àåò ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ
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ðåçóëüòàòîâ î ïîëóïðîñòûõ ïîäàëãåáðàõ âåùåñòâåííûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð
Ëè. Ýòè ðåçóëüòàòû âîøëè â åãî êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ è áûëè óäîñòîåíû
ïðåìèè Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Ôðåä áûë îäíèì èç ñàìûõ áëåñòÿùèõ ñòóäåíòîâ ñâîåãî êóðñà. Îäíàêî
â 1952 ãîäó åãî íå ïðèíÿëè â àñïèðàíòóðó, íåñìîòðÿ íà âûñîêîå ìíåíèå î
íåì Êîëìîãîðîâà è Ïåòðîâñêîãî (â ñåìèíàðå êîòîðîãî Êàðïåëåâè÷ òàêæå
óñïåøíî ðàáîòàë), à âìåñòî ýòîãî íàïðàâèëè íà ðàáîòó â Íîâî÷åðêàññêèé
òåõíèêóì. Ïî âîçâðàùåíèè â Ìîñêâó îí ñòàë ïðåïîäàâàòü â ÌÈÈÒå. Mèíîâàâ
àñïèðàíòóðó, îí çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ â 1957 ãîäó.

Êàðïåëåâè÷ áûë îäíèì èç àêòèâíûõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà ïî ãðóïïàì
Ëè, êîòîðûé ÿ âåë â 1957-1962 ãîäû. Â ýòîì ñåìèíàðå íà÷àëàñü åãî ïîëó÷èâøàÿ
øèðîêîå ïðèçíàíèå ðàáîòà î ãðàíèöàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, îñíîâàí-
íàÿ íà èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ. Î ðàáîòàõ
Êàðïåëåâè÷à ïî ãðóïïàì Ëè è ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì áóäóò ãîâîðèòü
äðóãèå äîêëàä÷èêè. ß æå îñòàíîâëþñü íà åãî ñòóäåí÷åñêîé ðàáîòå î õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ êîðíÿõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö.

Çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà À. Í. Êîëìîãîðîâûì â 1938 ãîäó. Äèñêðåòíàÿ
Ìàðêîâñêàÿ öåïü c n ñîñòîÿíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé P = (pij), ãäå pij -
âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j. Ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

pij ≥ 0,
∑

j

pij = 1 äëÿ âñåõ i,

íàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé
ìàòðèöû ëåæàò â åäèíè÷íîì êðóãå, è îäíî èç íèõ ðàâíî 1. Àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå Pm îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè ìàòðèöû P . Òàê
âîçíèêàåò çàäà÷à: îïèñàòü ìíîæåñòâî Mn õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé âñåõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Åñëè A = (aij) ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè è åñëè ρ - ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êîðíåé, òî âñå ýòè êîðíè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ρMn.

Â 1938 ãîäó, âûñòóïàÿ ñ äîêëàäîì î öåïÿõ Ìàðêîâà íà çàñåäàíèè Ìîñêîâñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, Êîëìîãîðîâ ïîñòàâèë àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ
ïðîöåññîâ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òàêèå ïðîöåññû çàäàþòñÿ
ïîëóãðóïïîé ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö

Pt = etA, t ≥ 0.

Âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

Un =
⋃
r≥0

r(Mn − 1).

Ýòî óãîë îãðàíè÷åííûé ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè 1 è ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç òî÷êè eiϕn è e−iϕn , ãäå 0 ≤ ϕn ≤ π/2. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à
Êîëìîãîðîâà ñîñòîÿëà â îïðåäåëåíèè ϕn.

Îáùàÿ çàäà÷à - îïèñàòü ìíîæåñòâî Mn - áûëà ïîñòàâëåíà íà ñåìèíàðå
Êîëìîãîðîâà â 1945 ãîäó. ×àñòè÷íîå ðåøåíèå, äîñòàòî÷íîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
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ϕn (êîòîðîå îêàçàëîñü, êàê è ïðåäïîëàãàë Êîëìîãîðîâ, ðàâíûì 2π/n) áûëî
íàéäåíî ñòóäåíòàìè ïÿòîãî êóðñà Äìèòðèåâûì è Äûíêèíûì. Â ÷àñòíîñòè,
îíè ïîëíîñòüþ îïèñàëèMn äëÿ n ≤ 5. Ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî n áûëî ïîëó÷åíî
Êàðïåëåâè÷åì â 1950 ãîäó.

Äìèòðèåâ è Äûíêèí çàìåòèëè, ÷òî λ ∈Mn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
λV ⊂ V , ãäå V âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êàêèõ-íèáóäü òî÷åê z1, . . . , zn. Íàçîâåì
ìíîæåñòâî V ìóëüòèïëèêàòèâíûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âìåñòå ñ ëþáûìè
äâóìÿ òî÷êàìè èõ ïðîèçâåäåíèå. Ïðèìåðîì öèêëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, µ, µ2, µ3, . . . . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Mn ñîäåðæèò âñå ìóëüòèïëèêàòèâíûå k-óãîëüíèêè ïðè k ≤ n. Äìèòðèåâ è
Äûíêèí äîêàçàëè: ïðè n ≤ 5,Mn ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ öèêëè÷åñêèõ
k-óãîëüíèêîâ ïðè k ≤ n. Îíè ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ýòî âåðíî è ïðè n > 5.
Íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, ýòà ãèïîòåçà íå äîêàçàíà è íå îïðîâåðãíóòà äî ñèõ
ïîð. Îäíàêî Êàðïåëåâè÷ äîêàçàë, ÷òî îíà âåðíà, åñëè íàçâàòü öèêëè÷åñêèì
ìíîãîóãîëüíèêîì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê λmγ, ãäå m = 1, 2, 3, . . . , à γ
ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ p-îãî êîðíÿ èç åäèíèöû (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî p ≤ n).
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë åìó íàïèñàòü ÿâíûå óðàâíåíèÿ êðèâûõ, çàäàþùèõ
ãðàíèöóMn. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà òîíêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è òåîðåòèêî-
÷èñëîâûõ àðãóìåíòàõ. Åãî ðàáîòà öèòèðóåòñÿ âî ìíîãèõ ñòàòüÿõ è êíèãàõ,
ïîñâÿùåííûõ ìàòðèöàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, è åå ïðè÷èñëÿþò
ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè.
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